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Schémas d’intégration aux différences finies

« Consideére I’équation aux dérivées partielles associée a un
probleme d’advection avec diffusion
oF oF 0°F
—+U—=0a—
ot 224 224

On consideére ici que U et a sont des constantes représentant
respectivement la vitesse de propagation (U) et le coefficient de
diffusion.

* Solution est de la forme

+N

N _ N N
F(X,t) — f (t)eln(Zn/L)x — f (O)E—un'(Zn L)'lem(Zn/L)(x—Ut)
nZN " Z "

= n=-N

* Chaque composante est propagée a une vitesse constante U qui
estindépendante du nombre d’onde k=241 =n (27L)

Discrétisation en différences finies

« Notation: exemple pour le schéma aux différences centrées

ﬁ(x t)= Fx+AXt)-F(x —Ax,A) _ RL - R
ox T 2A% TAx
OX
» Substitution des dérivées partielles par leur forme
discrétisée
ﬁ_u o°F _F|31_2F|n+F|21
at 2At ’ axz (AX)Z

*Fonction de réponse associé a un opérateur
de différentiation spatiale (e.g., dF/dx)
* Application & la fonction sin (n(2n/L)x) = sin ((2n/A)X) ou
A =L/n.
*Fonction de réponse

— rapport entre la valeur discrétisée et la valeur
analytique

*Application ala fonction
sin (n(2n/L)x) = sin ((2=/A)x) ou A = L/n.

_(BF/8x) _sin((2m/M)(X, +AX))—sin(2r/ L)X —AX)) _sin((2n/1)AX)
COF/ox 20X(21/ ) cos(@m/ A)X,)  (2n/A)AX

Schéma discrétisé est exact
siR — 1 lorsque Ax — 0

Si Ax/A << 1:

2 2
R 1,(&} o
A) 6

I
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«Forme discrétisée de I’équation: schéma saute-mouton

F|n+1 _ Flnfl _ _U F n_ F|21 .

1+1

2At 2AX

Fln+1 = FlrH _%(Flil - FITI)

*Considére le cas sans dissipation (a = 0)
eImpact sur une solution de la forme
exp(ikx - 1at)

* Solution générale est une superposition de solutions
de cette forme ou k =271

Analyse de von Neumann pour le probleme d’advection (o = 0)

- Schéma saute-mouton: I:ln+1 = Flnf1 -C(FR.,-F") 1)

ol C = UAt/Ax est le nombre de Courant
» Solution de la forme: exp(ikx - i«t)

El =™ —explik(1AX) — iw(nAt)}

« Introduit ceci dans I'équation (1):

E" (e—imAl _tiont ) - CE’ (eikAx _ e—ikAx)
(e—iam _glent ) _ _C(eikAx _ e—ikAx)

—2isinwAt =-2i %sinkAx
AX
sinwAt =%sinkAx
AX

Solution de cette forme est possible uniquement si UAt/Ax <1

Rapport entre la vitesse de phase numérique ‘c’ et
lavitesse de phase exacte U en fonction de kAx

Vitesse de phase

Vitesse de phase:
o=kc

La vitesse de phase 3
numérique est g o5
toujours inférieure &
a la vitesse de 051
phase réelle .
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Analyse de stabilité pour le probleme d’advection (o = 0)

Pose p = ei® dans
(eiam _e—im):deiw _e—ikAx)

etonobtient: P’ +2iC(sin kAX)p —1=0
solution: ) _icinkax+/1-C? sin’ (kaw)

*Deux cas a considérer:
* C2sin? (kAx) > 1:
* C?sin? (kAx) < 1:
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* Solution est stable si |p| < 1
* Deux cas a considérer:

* C2sin? (kAX) > 1:

p. = —iC sin kAXx +i+/C?sin* kAx -1

.|’ :(Czsinz kAX + C? sin® kAx — 1+ 2C sin kAXy/C > sin kAx—l)

> 14 2C sin kAx+/C? sin* kKAX — 1
CRES:
—Solution est donc instable dans ce cas
* C2sin? (kAx) < 1:
p, =—iCsin kAx £ J1-C%sin? kax
p.|" =C?sin? kAX+(1—CZSin2 kAx):l
—Solution est stable
» Condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL):

* Solution obtenue avec le schéma leap-frog est stable si et
seulement si

C = UAt/Ax <1

Exemple d’instabilité numérique

«Exemple présenté dans les notes:
X =laxetl=1, ..., 241

e Conditions initiales: F(x,,0) = exp(-(I -15)24%?/L 2)
*LJAx = 8. SiL.=400km, on déduit donc que Ax =50 km.
*Domaine: L =241 Ax = 12,050 km

*Distance parcourue en 50 pas de temps ~ 3000 km

*U At =60 km.

*Si U=100ms, alors At =600 s ou 10 min.

*Critére CFL dans ce cas: UAt/Ax=60/50=1.2>1

Instabilité numérique: C =1.2
K =241, Ax =50km. U, = 100ms™

Conditions initiales: Gaussienne

=0)

F(x,0) (nstep

U T T T T T
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Instabilité numérique: C =1.2 (T =200 min.)
K =241, Ax =50km. U, = 100ms™

Conditions initiales: Gaussienne

100

20)

F(x,0.2) (nstep
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Instabilité numérique: C=1.2 (Temps =480 min.)
K =241, Ax =50km. U, = 100ms™

Conditions initiales: Gaussienne

Instabilité numérique: C=1.2 (Temps =520 min.)
K =241, Ax =50km. U, = 100ms™

Conditions initiales: Gaussienne

48)

@
3

F(x,0.48) (nstep
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Instabilité numérique: C =1.2 (Temps =560 min.)

K =241, Ax =50km. U, = 100ms™

Conditions initiales: Gaussienne

=56)

i

F(x,0.56) (nstep
g
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Intégration du probleme d’advection avec C = 0.5

Intégration avec C = 0.5
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Forme matricielle d’un schéma point-de-grille

*« Schéma numeérique peut étre représenté sous une forme
matricielle
* Schéma définit L équations a résoudre en chaque point de grille
n+l n-1 n n
R =FK"-C(R;-F2.)
e Dans le cas, 1D

n+l n-1 n

F, F, o 1 0 0 -1| F
F, F, -1 0 1 0 0| F
: -1 . : :
=| . -C . .
: : - 0
F Foy o0 1| R
N F. 0 0o -1 0 N

en supposant que la solution soit périodique.
Premier pas de temps est effectué avec un pas de temps avant:

F|n+1 = Fln _C(Fn FITI)

141~

Relation de dispersion et vitesse de groupe

* En introduisant la solution exp(ikx - iet) dans le schéma leap-
frog, on obtient que:

sin wAt = —%sin KAX
AX

» Dans la limite ou wAt et kKAX sont petits, on peut développer en
série de Taylor pour obtenir que:

3 3 3 3 2 2
a)AtfwAt :UAt kAxfk AX :kUAtlfk AX
AX 6
o A i i : PN PR P
pproximation pour w: = o v

* Vitesse de phase est toujours inférieure a la vitesse de phase réelle

* Sous-estimation augmente au fur et a mesure que lalongueur
d’onde décroit.

* Vitesse de Groupe:
* Solution de laforme:  F(x,t)=A(X,t) exp(ikx + iat)
*Vitesse de propagation de A(x,t).

Vitesse de groupe

» Considere une solution formée de deux ondes ayant
des nombres d’onde (k, +4k) et (k; - 4K):

F(X,O): Aoei(k0+Ak)X + Aoei(kofAk)X
= A,e™* (2cos (Akx))
« Vitesse de groupe est la

vitesse de déplacement
de I’enveloppe

F(x,0)
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Vitesse de groupe numérique

* Considérons maintenant une solution de la forme
':(Xlﬁtn)= A(Xlstn )CXp(i(kX| _a)tn ))

e Dans ce cas:
FM-F"_ 1
2At 2At
eilkx‘—m,\) ) .
= (A(XI 6+ At)e oM — A(X,t, — At)eH(oAl)

» Développement en série de Taylor de A(x,, t, £ At):

A(X,,t, £ At) = A(X,,t,) + At%

[(A(Xlﬂtn +At)e|kx‘efiwn,‘+m))7 (A(Xlatn *At)elkxleim(["ih\[))]

et on obtient
R — R = )| _2iA(x,,t, ) sinant +2At%cosa}mj
De la méme fagon, on montre que

F' -F" = ei(kx"”‘")[ZiA(x, Jt,)sin kAX + 20x 2P cos kAx)
OX
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* Schéma leap-frog

F|n+l _ Fln—l — _ UAt

Ax (Flil - F|21)

implique alors que:
UAt 0A

AX OX
* Premier terme s’annule car @ satisfait la relation de
dispersion numérique

2IA(X), X, ){sin WAt + %sin kAX} + % [2At cos wAt]+
X

sin wAt :7%sin kAX
AX
« Equation d’évolution pour I'enveloppe est donc

oA cos kAx ) 0A

—+U| ——|—=0

ot cos At ) Ox

« Vitesse de groupe numérique est différente de la vitesse
de groupe de I'équation (V,=U)

[2Axcoskax]=0

Instabilité numérique: C=1.2 (Temps =520 min.)
Onde la plus instable: A =4AX = Vg =0

48)

F(x,0.48) (nstep

Conditions initiales: Gaussienne
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Propagation d’ondes avec conditions aux
frontieres fixes A=2MX = V,=-U

Propagation avec conditions aux frontiéres fixes
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Création d’'une onde de sillage

A=2Ax = V,=-U
tnde de trainéde
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Conclusion

« Etude du schéma saute-mouton (leap-frog) appliqué a I'’équation
d’advection 1D dont les dérivées partielles par rapport a x sont
approximées par un schéma aux différences finies

* Discrétisation implique que la vitesse de phase est inférieure a la
vitesse de phase réelle

* Schéma est conditionnellement stable et la condition de stabilité est le
critere de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)

- C?sin?(kAx) <1 = |C| <1 pour que toutes les ondes soient
numériquement stables
> C = UAt/Ax est le nombre de Courant

* Schéma numérique rend dispersive une onde qui, analytiquement, ne
I'est pas.

- Vitesse de propagation de I'enveloppe dépend du nombre d’'ondes
oA ( cos kAX ] oA
+U| ———|—=
ot ox
* Présence de conditions aux frontiéres nécessite d’apporter des
modifications au schéma en traitant de fagcon particuliére les extrémités

cos oAt
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